Definizione di sent, cost e tgt.

Relazioni fra seno e coseno di angoli complemergapplementari, sfasati el2+ ern.

Trigonometria

Definizione di seno e coseno (una tra le altrestBap varie definizioni di seno e coseno e un leg®rCiZiO
potrebbe essere quello di studiare da un librodgfimizione diversa da quella che segue e poi ifjceste
come da una delle due si passa all'altra e viceyers

1. consideriamo una circonferenza centrata nell'ogdin raggiol nel piano cartesiano che ha equazione
XC+y?=1;

2. prendiamo un numero reale a piacere indicato cdetterat : t LIl (dove Ll e l'insieme dei numeri
reali);

3. interpretiamat positivo (>0) come un angolo espresso in radianti, e se & positi rappresentato come
nella figura 1, ossia bisogna che una delle duars@mche lo delimitano coincida con il semiaseéed
X positive ed é fissa, la posizione dell’altra ioe@alipende dal valore (dallampiezza) dipiut € grande
piu la semiretta libera si sposta in senso animrae invecet € negativo la semiretta libera ruota in
senso orario al crescere del valore assolutgctame nella figura 2).
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Disegnata una circonferenza centrata nell’origineadgio 1, che ha equazioné+y?=1, diamo dei valori
numerici agli angoli che intervengono nei due digegd esempio diciamo chevale 2 (ricordiamo che |l
radiante & l'unita di misura degli angoli tale clengolo piatto misuraz radianti per definizione, di

./ . R R \
conseguenza l'angolo retto mlsuriér, dunque l'angolo in figura, che é la meta dell'alog retto,
e — radianti). Nella figura 2 I'ampiezza dell'angolougjuale ma corrisponde a un valore negativo della

variabile t, possiamo dire chde=—z; set < 0 si procede come in figura 2, se= 0 le due semirette
coincidono con il semiasse delle x positive;

4. la semiretta libera, la cui posizione dipendd tlderseca la circonferenzan un puntoP, la cui ascissa
e ordinata sono per definiziogeste sent quindiP=(cost, sent)



Siccome t ha il particolare valore numem‘e‘o possiamo anche calcolare se é positivo.

Esercizio
Tl 7l Vi Vi
Calcolaresen—, cos—, sen—— |, cos —— |.
4 4 4 4

In base alla definizione dobbiamo trovare le camath del punt® della figura 1 e della figura 2.
Per ipotesi il raggio della circonferenza &€ unitafer trovare le coordinate del pua@onviene costruire

un triangolo rettangolo avente il segmeﬁ’ come ipotenusa e i cateti paralleli agli assi doti.

y Questo triangolo €& rettangolo per costruzione.
4 Per ipotesi I’angolot=z, siccome la somma degli angoli interni di un
P H = H L ]2 H l
/ gualunque triangolo grad, siccome I'angolo retto e2— si deduce che I'altro
1 7l
angolo éZ’ in questo modo la somma degli angoli internd. &Siccome gli
04 X

| 1 angoli ino e inP sono uguali tra loro, il triangolo e isoscele ciamateti sono

. . . . N/
_ _ di uguale lunghezza e gli angoli sonai8f, che espresso in radiantie.
Triangolo rettangolo e isoscele 4

Il triangolo e rettangolo e anche isoscele quindi gaeta di un quadrato.

Indicato conl il lato del quadrato, ossia il cateto del triamgyodttangolo considerato, possiamo applicare il
teorema di Pitagora che ci dice che l'ipotenusgualdrato, ossia? & uguale al quadrato del primo catito
piv il quadrato dell’altrd®:

I 1
1%=1%+|? (teorema di Pitagora) 1°=2I° - |°= 5

1
1=,
J2

1 1
Di conseguenza l'ascissa Bi= —, e 'ordinata diP = —
) 72 J2

N . . n_1 n_1
In base alla definizione di seno e coseno poss@moludere chesen— = ——, COS— = —.
4 2 4 2
- , /.
Per completare I'esercizio passiamo al valore le—z .
A In questo caso essendonegativo si considera una semiretta

y ™ ; . e
coincidente con il semiasse debke positive come sempre, e

. . 7
un’altra ruotata a partire da quella precedentendangolo d|z

(senza il meno). La semiretta ruotatagi in senso orario

o 1R2

1 ¥ interseca la circonferenza trigonometrica in un tpurche
chiamiamo P le cui coordinate sono da determinarsi. Per
"""""" p Sentms) simmetria con l'esercizio precedente si pud coreledche

. o1 . .1 -
l'ascissa diP € —— mentre la sua ordinata € ——, quindi
A2 N2

Se{__]:_i (il seno é& [lordinata di P );

V2

V4 1 . . )
(of0) _Z = —2 . Queste espressioni sl possono anche scriverssdivente.



Prendlamoﬁ, siccome moltiplicando numeratore e denominatonend frazione per una stessa quantita
diversa da O il valore della frazione non cambia, questa fragiosi pud riscrivere cosi:

1_182 _J2 2 _

J2. \em2 2 2

1 ) . .
T; ossia ho moltiplicato numeratore e denominatoee ypna stessa

1 V2
uantita maggiore d: 2 ; quindi al posto di= si puo scrivere—— .
q g9 \/_ q p \/E p \/E

Un altra funzione molto importante ¢ la tangenggotrometrica.
Definizione di tangente trigonometrica:

1. Consideriamo ancora la circonferenzala retta di equazione-1,;

2. preso un qualunquell[], lo interpretiamo come prima, cioé tsé positivo lo interpretiamo come un
angolo in radianti delimitato da due semirette dake quali coincide con il semiasse positivo dglle
l'altra si ottiene ruotando il semiasse positivdled& in senso antiorario dell'angolp se invece é
negativo si interpreta com&, come un angolo preso in radianti e lo si rappr@ssempre con una
semiretta che coincide con il semiasse positivtedet 'altra che si ottiene da esso ruotando in senso
orario dell'angolot. Siccome si vuole che la semiretta la cui posiidipende daintersechi la retta di
equazion=1 bisogna evitare che le due siano parallele, quadponiamo inoltre che la differenza tra

t e I'angolo retto, OSSIa_E' non sia un multiplo dt, perche si vuole evitare che disa I'angolo retto

tale da determinare il parallelismo tra la semaretitante e la rette=1, quindi supponiamo che questa
differenza non sia un multiplo di

3. Sotto quest’ipotesi (le condizioni precedenti) kmgetta la cui posizione dipende d¢lao il suo
prolungamento, interseca la rettal in un puntadP;

4. si definisce tangente d{tigt) I'ordinata del puntdr.



Esercizi:

T

T 5 3
determinaretg—, tg| —— |, tg—=n, tg—=7x.
94 g( 4j 94 g >
Cominciamo cortg%: e positivo quindi lo possiamo interpretare cotampiezza di un angolo espresso in

radianti. L’angolo di% divide in due parti uguali I'angolo retto.

Disegniamo la circonferenza trigonometrica e ltardt equaziong=1.

A Esse si intersecano in un puito

Si tratta di determinare I'ordinata di questo punto

Notiamo che il triangolo formato dai semiassi @egifjolo e

dalla retta & isoscele e rettangolo.

tgmia=1 - La base ha lunghezza unitaria perché per ipotesi la

circonferenza ha raggio 1.

1 Siccome il triangolo é isoscele anche il catetdivale ha
lunghezza unitaria, e I'ordinata Bi dunque €l per cui la

y

4

o /

tangente di% =1.

Passiamo dg(—zj. Siccome € negativo, si considera un angolo+el€r, ottenuto pero partendo dal

semiasse delle positive.

A . L . .
y Ruotando in senso orario I%, si ottiene la

- . : : , T .
x=1 semiretta simmetrica di quella digz per owvie

ragioni; si va ad individuare un punt® di
intersezione con la retteel la cui ordinata e-1,

quindi si puo concludere chg(—%j =-1




Passiamo aggn . Si parte dal semiasse detleositive e lo si ruota dgn .

yA

' tg 5/4TT =1

4P

. 4
Per definizione z=180°,0vvero Zn e l'angolo
: .. 5 . : :
piatto, quindi Zn si ottiene aggiungendo
, . 1 R .
all'angolo piatto Zn, cosi otteniamo la seconda

semiretta che é I'angolo d4?'77,' .

La semiretta non interseca la rextal, ma il suo
prolungamento la interseca nel purf® la cui
coordinata e la tangente Mj questo ci permette di

dire che Iatg%;r =1.

Ricordiamo che per qualunque angalespresso in
gradi si puo trovare il corrispondente valgten
radianti e viceversa da radianti in gradi
sessagesimali.

Deve essere positivo se si vuole che si possa dare
un’interpretazione geometrica nel senso classito de

termine, mentre ai fini della definizione delle fimni trigonometriche si parte da un numero reale guo
anche essere negativo, e se & positivo lo si iErgon un angolo, se € negativo si prende ilvalore
assoluto e lo si interpreta con un angolo, ped&ruzione si fa ruotando in senso orario.

Passiamo atggn. Supponiamo che la differenzta—% non sia multiplo diz. Poniamo in questo caso

t= gn, la differenzat—% e ugualegn—% = 2% =r,la differenzaI—% e un multiplo perche e uguale

ar, qumdltgzn non e definita perché non interseca la retta.

Facciamo una interpretazione geometrica di queasio.
Disegniamo la circonferenza trigonometrica e lataret=1,

interpretiamo |§7r come un angolo positivo, percio partiamo dal

semiasse delle positive, ruotiamo in senso antlorarlogw , ma

7 € I'angolo piatto eE I'angolo retto, quindi la somma di essi da

*y

3 : — .
En, dunqgue la semiretta che si ottiene non intertecettax=1

e nemmeno il suo prolungamento.



Angoli complementari.
Con riferimento alla circonferenza trigonometricansideriamo un angole e poi rappresentiamo il suo
complementarg.

. LT T
B deve essere fatto in modo tale che se lo sommirtbda —: a+ f = 5

In pratica basta togliere dall'angolo retto I'angale cosi si costruisge

Se rappresentiamo tale somma secondo la geomddraertare otteniamo il
grafico a sinistra, dove gli angoli stanno uno niciall’altro in modo tale da
riempire I'angolo retto.

a

La somma degli angoli complementari & I'angoloaett nella circonferenza trigonometrica sono calfioin
modo tale che una semiretta che li delimita ss&fhiasse delle positive.
A

y . .
p deve essere fatto in modo tale che se lo sommiamo

allangolo a ci dia%, quindi ci basta togliere dall'angolo

- Q(cos B, sen B) retto I'angoloa e cosi costruiamo I'angof
Questo perché nella circonferenza trigonometrica ¢li
. P(eos a, sen o) angoli si misurano a partire dal semiasse delfsitive.
o _ Quindi siaa siap incominciano da esso.
0 x Si ricorre allespediente di disegnare I'ang@idn modo

tale che I'angolo che manca per avere un angaio s&t un
angolo uguale ad.

E’ quindi possibile stabilire cheerw, che é I'ordinata dP,
e uguale &og’ che é 'ascissa di.

pe E_a , mentrecos: € uguale all'ordinata dp, quindi e

T
uguale ase E—a

Queste relazioni valgono anchecssé negativo o maggiore dell’angolo retto e legaaddro seno e coseno
di angoli complementari.

Angoli supplementari:

Sono supplementari gli angoli la cui somma é I'daguatto, cioer.

Incominciamo con un angotg poi vogliamo rappresentare I'angglaupplementare di.

In geometria elementare é facile visualizzare d@ngigbplementari in modo tale che riempiano I'angolo
piatto, infatti 'angolog incomincia dove finisce I'angola , quindi non si pud mettere nella circonferenza
trigonometrica tale e quale.




Non é cosi in trigonometria, dove tutti gli angoicominciano dal semiasse delepositive, quindi si
procede cosi: si toglie dall’angolo piatto e quello che resta g,il'angolo supplementare di.

yA Dalla definizione di seno e cosersgru=seng—o)
mentrecosi=—CoSs—v);
ser e serp sono le ordinate rispettivamente del punto
P=(cosz,sem) e del puntdQ)=(coss,serp);
le due ordinate d? e diQ sono uguali,
ossiaseru e serf sono uguali tra loro.
L’ascissa diP €& uguale in valore assoluto ma opposta nel
a a » segno all'ascissa d).

Q (cos B, sen B), P (cos a, sena)

Angoli sfasati di%, quindi ﬁ=a+% B. Si studia in elettromagnetismo la propagazioneowie

elettromagnetiche in cui i campi vettoriali in gtosono

A
y N 4 - . . . .
sfasati dIE, quindi lo studio degli angoli sfasati ha
interesse nella fisica.
Prendiamo un angol®
Qfcosf. sen ) e poi un angolo sfasato & b= (a +£j.

B P (cos a, sen a) 2 2
Chiamiamag$ I'angolo retto piu I'angola.

5 = » Consideriamo il puntd® di coordinate(cos:, sem), e il

X

punto Q di coordinate(coss,serB), e osserviamo che
I'ordinata di P , ossiaser: € uguale in valore assoluto
¥ all'ascissa diQ , ma opposta di segno, infatti in figura
I'ordinata diP é positiva mentre I'ascissa @ie negativa.

Quindi semw=-co¥’, ma ﬁz(a+gj dunque

T
sem =—Ccos a+— |.
{ Zj

Per quanto riguardeosx , I'ascissa dP , essa e uguale anche nel segno all'ordinafy di
quindi

: T
COsz=Sery 0ssiacosa = Se{a +§j .

Queste sono le formule che legano tra loro sepseru di angoli sfasati (%



Angoli sfasati dir , quindi = (a +7r).
Partiamo da un angotoal quale aggiungiamo I'angolo piatto e otteniafaadolo in figura.

yA

Quindi ci ritroviamo

con il puntoP di coordinatgcos:,sem)

e il puntoQ di coordinatgcogs,serp).

Vediamo che legame intercorre tra questi valori.
Per evidenti ragioni di simmetria risulta che

B P (cos o, sen o) serw, ossia l'ordinata diP & opposta rispetto
/ all’'ordinata diQ,

o > quindi & uguale asers con £ = (o +7),

mentre cosx, l'ascissa di P, & opposta rispetto
Q(cos B, sen B) all'ascissa diQ,
quindi & uguale acog con f = (a +7r).

Queste formule legano tra loro angoli sfasai:di

serw = —ser{o +7); cosa =—coda +7)

Risoluzione dei triangoli rettangoli.
Applicazione: decomposizione di una forza lungo dwezioni perpendicolari.
Applicazione alla risoluzione dei triangoli rettatig

Premessa: consideriamo due triangoli rettangdlindis

Li disegniamo uno dentro l'altro; essi sono simp#irché hanno un angolo che chiamiamia comune e gli
altri uguali; poi chiamiama il cateto opposto appartenente al
triangolo piccolo, @' quello del triangolo piti grande, chiamiamo

b eb'i cateti orizzontali € ec' le ipotenuse.
1

. . a_a .
1 Dal teorema di Talete segue che il rapporfo=—- e anche il
c

C Cl
/ g b_b' o a_al . o
rapporto — = e infine —=— ossia hanno i lati

1 b bl

a C C
/ proporzione perche sono simili.
a

Questi rapporti dipendono dall'angaloma non dalla grandezza del triangolo, cioé siapeadiamo un
triangolo piu grande sia che lo prendiamo piu dicc¢@alori di questi rapporti non cambiano.

in




Quindi se prendiamo un triangolo rettangolo qualngli cui un angolo vale: e disegniamo una
circonferenza trigopnometrica con centro coincidexte il verticeA di tale triangolo, e poi posizioniamo il
semiasse delle positive sul catetb , allora I'ipotenusa
yA ¢, o il suo prolungamento, interseca la circonfeaenz
trigonometrica nel punt® di coordinate(cos:,sem).
Sfruttando la premessa relativa alla similitudine it

triangoli considerati, possiamo dire che
a_a'

— = =sem,

cC C

ossia il cateto verticale diviso I'ipotenusa déhrigolo
piccolo (che ha valore unitario perche coincide don
raggio della circonferenza trigonometrica), € ugual

a sem
—_T - a=clsen,

C
¥ .

= cioe in un rettangolo rettangolo qualunque, la herza
di un qualunque cateto € uguale al prodotto della

lunghezza dell'ipotenusa per il seno dell'angolo
opposto al cateto considerato.

Quindi se consideriamo il catetob avremo
b=clserp.

Inoltre & e f# sono complementari dunque la loro somm% & quindi le funzioni trigonometriche die S

sono legate tra loro nella maniera che abbiam® vestquindi dalla prima formula si trova=c[cosf e

dalla seconda formula si trokm= c[cosa .
Quindi in un qualunque triangolo rettangolo un guglue cateto si ottiene moltiplicando I'ipotenusa
coseno dell'angolo adiacente ('ang@l@ adiacente al cate#).

Queste sono le formule fondamentali per risolverériangolo rettangolo.

Prendo un triangolo rettangolo qualunque, chiacatetia eb , e I'ipotenusa.
A Nel vertice A metto il centro della circonferenza
Y trigonometrica, lungo il catetb metto il semiasse
dellex positive, poi aggiungo la retie1 (tangente di
a ), e costruisco il punt® nella definizione della
tangente trigopnometrica, la quale tangente e Iratdi
g del puntoP , intersezione con la rette=1 della

© semiretta di costruzione, cioe la tangente.di
a Ottengo due triangoli simili dunque posso scriviere
. a _ tga .
> proporzione: e - , ma il cateto

catetoori:zontale

b
* orizzontale & il raggio di valore unitario della
circonferenza trigonometrica, quindi
a_tgo .
a_logx —» a=blga. In un triangolo rettangolo

b 1
gualunque un cateto si si si pud esprimere come il
x =1 prodotto dell’altro cateto per la tangente dell’alng
opposto, il cateta e il prodotto dell’altro catetb per
la tangente dell’angolax opposto ¢ e l'angolo
opposto ad ).
Scambiando i valori dei cateti il discorso non camb = altgp, (8 & I'angolo opposto b).




Applicazione dell'applicazione.
Abbiamo applicato la definizione delle funzionigmhometriche alla risoluzione, come si suol direurd
triangolo rettangolo qualunque.
La risoluzione di un triangolo consiste nella det@azione di tutti i suoi lati e i suoi angoli arpiee da
alcuni di essi.
Le formule studiate permettono di risolvere il mgmlo rettangolo; noti alcuni elementi si possono
determinare tutti gli altri. E’ un’applicazione axemica.
Ora facciamo [l'applicazione di una applicazione: la
determinazione delle componenti di una forza.
La classica applicazione é lo studio di un corpst@su un
piano inclinato, soggetto alla forza peso.
Conviene collocare un sistema di riferimento chperimette
di decomporre la forza pesp in due componenti la cui
somma, con la regola del parallelogramma, resti&ps pero
una delle due componenti, essendormale al piano
inclinato, viene neutralizzata dallaeazione vincolare
A Opposta alla component®rmalec’e lareazione vincolarge
quella che rimane e Idorza efficace responsabile del
trascinamento a valle del corpo in figura, mentkra viene
neutralizzata dal fatto che il corpo sta sul pianolinato, dunque non compie alcun lavoro e non
contribuisce allo spostamento del grave versossbgerché viene annullata dalla forza oppostaidablo
(dal piano inclinato).
Noto p (supponiamo di conoscere il peso del corpo), aogh determinare la forza efficace della forza peso,
cioé quella parallela al piano inclinato.
L'angolo € complementare di
Vogliamo decomporre la forza pepoin due componenti che siano una perpendicolareaeparallela al
piano inclinato.
Prendiamo la perpendicolare al piano inclinatoadssna con il piano inclinato un angolo retto.
Otteniamo il triangolo rettangolaBC.
Chiamiamags I'angolo ABC che & complementare @i{BAC).

. . .. . JU
Siccome la somma degli angoli internt é&a loro somma e2—

Prolunghiamo il vettore portapeso e costruiamoahgolo rettangol®DC.

Quindi abbiamo la forza peso, e poi abbiamo lazibiree normale al piano inclinato che forma con essa
angoloa, lo stesso angolo che determina I'inclinazionepil@ho inclinato.

Per trovare la componentemnella direzione normale basta costruire un trigmgettangolo.

/

/

N / — = . . . .
S { V‘ = p‘ [tosa; invece la forza efficace cioé quella che agisce

ChiamiamoV il vettore (componente normale); il modulo’\ﬂ si ricava

dal modulo di ‘B‘ (ipotenusa) per il coseno dell’angolo adiacente

F parallelamente al piano inclinato, che chiamiaFoe uguale (gli angol
N nella figura a sinistra sono uguali perche sonoersailt interni)

\< V‘ p‘ (sen .

/ / Ecco dunque l'intensitd della forza efficace e dieltp compensata e

/ / neutralizzata dalla reazione vincolare.

Si possono fare delle controprove o delle integaieni geometriche di
/ queste formule cosi ottenute , cioe si puo dirermb restando il peso

g/ messo sul piano inclinato, cosa succede inclinaigal o di meno?

/
vV [
a

Se aumento l'inclinazione- deve aumentare ¥ diminuire, se invece lo

metto in orizzontale , ossia &0, succede ché =0 mentreV diventa
p uguale ‘E‘ perché nella circonferenza trigonometrica le dowmte del



puntop diventano(1,0) dunque se=0 per definizione trovaos0=1 mentresen0=Qquindi quando il piano

e orizzontaleF é nulla.

Quindi la controprova ha dato esito positivo.

T0/2

Possiamo fare un’interpretazione grafica. Mettiansull'asse delle
ascisse e sull’asse delle ordinate mettiamoo V (a piacere) o
entrambe. Per esempio mettianko (modulo della forza efficace

F ). Parte una costante, ammettiamo ph&a una costante, come

variabile indipendente prendiamoe quello che conta sorsenoe

cosenodi a. Abbiamo bisogno da una parte della circonferenza
> trigonometrica e dall’altra di un piano cartesiano.

Cominciamo da valori piccolissimi dir. La forza
implicata risulta piccolissima. S&=0 ancheF=0. Sea

e piccolo anché risulta piccola, quindi il grafico della
funzioneF dovrebbe comportarsi cosi. Man mano ehe
aumenta anche il seno diaumenta fino ad assumere |l
valorel, quindi ci aspettiamo una linea che cresce fino

T, _ . :
a quandoa e P (rangolo retto), cosi si raggiunge il

valore massimo che & (modulo di). Resta da
determinare se la linea deve essere rettilinea ei se
deve incurvare verso l'alto o verso il basso. Per
determinarla ci si serve del calccolo differenziale



