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Esercizi sul grafico di funzionk/ NG X (\/;)2 senE; e sul teorema del coseno.

Lunghezza di una corda.
Esercizi sulla equazione della circonferenza céntraun generico punt(»% ,yo) ug.

Il prodotto di una funzione pari per una dispadigpari.

Esercizi:
1. Determinare linsieme di definizione ed il grafidelle funzioni: f(X)z\/?; g(x):(&)z;

X
h(x) = sen .

. T . .
2. Determinare la lunghezza della corda sottesa dangaloa = 5 a in una circonferenza ® = 3.

3. Determinare il coseno dell'angojoche sottende una corda di lunghezxza 4 nella circonferenza
diraggioR=3.
Risoluzione del primo quesito: determinare l'ingetndefinizione e il grafico delle funzioni (x) =+/x*.

Prima di tutto dobbiamo rispondere alla domandaliqualori possiamo assegnare alla variakilé

Possiamo rispondere dicendo che possiamo dar& glialunque valore reale, dopo si dovra determiitare
guadrato di quel numero, moltiplicandolo per sesste quindi calcolare la radice quadrata del valore
ottenuto. Per trovare la radice quadrata del vad@@ecessario seguire i seguenti punti:

a. prendere;

b. trovare X*;

C. eseguire lay x° .
Esempio:

a. X=3;

b. X*=9;

C. Vx? =3.

Quanto appena detto nell’esempio risulta vero patungue numero reale. Vedi esempio seguente:
a. X=-2;

b. X2 =4:

C. VX2 =2,

Osserviamo che il procedimento si pud portare anitex in entrambi i casi, nonostante nel
secondo esempio, il valore iniziale dedafosse negativo. Constatiamo anche che, nel secondo
esempio, il risultato che otteniamo é diverso, gicambiato di segno.

Possiamo quindi verificare che pe&r=3 risulta Vx> = x, mentre perx = -2 risulta

vV x* =-x. La domanda &: qual & linsieme di definizionguksta funzione?

Siccome possiamo dare tutti i valori reali alanon soltanto-2 e 3, l'insieme di
definizione della funzionef (x) =+/x? , & definito dall'insieme di tutti numeri reali. Def&mo,
per coerenza, anche l'insieme di definizione detlke funzioni del quesito. Definiamo

g(x)= (\/;)2: quali valori posso dare alla variabile a{&

Per quanto detto: prendo un numero reale, lo matpmosto dellax quindi eseguio i calcoli. 1
primo calcolo che si deve fare in questo casoradiace quadrata del valore che ho scelto. La
radice quadrata richiede che I'argomento sia NOg§htieo. Posso quindi scrivere che la
radice quadrata di che posso indicare comét , richiede che, I'argomento della radice,
sia positivo (posso scrivere anche 0) ovvero maggiore di zero o eventualmente uguakera.



Questo ¢ il primo problema che incontriamo nellad& dell'insieme di definizione della

. 2
funzione g(x) = (&) ;
a. prendo un numero reake
b. calcolo lav/x, quindi il valore dellax deve essere maggiore o uguale a zero;

quindi l'insieme di definizione della funziorg(x) = (\/;)Zé I'insieme di tutti i numeri reali
>0. Questa & la condizione che deve essere soddigfattpoter portare avantidghlcolo di
g(x)= (\/;)2 Esempio:

a. prendox —» x=3;

b. trovo v/x — /3 =17321;

c. calcolo(\/i)2 - (\/5)2 = (173297
per x = —=2x non esistey—2 nell'insieme dei numeri reali, quindi non troviaadouna soluzione.
Si deduce che-2 non esiste nell'insieme di definizione della fuomze g(x) = (\/;)2

Definiamo h(x) = seng : quali valori posso dare alla variabile atfa

. X . . e
Per fare |Isen§ seguo i passi sottoindicati:

a. prendox;
X
b. trovo —;
2
X
C. eseguoseni :

L'insieme di definizione di questa funzione e l&nse dei numeri reali.
Passiamo ora ai grafici delle funzioni.

Funzione f(x)=+/x? ; osserviamof(x)=+/x? il cui dominio & l'insieme di tutti i numeri reali

Quindi:
a. Se xO0O esz,aIIora\/?:x.

b. SexOdO e x<0, aIIora\/F =-X, cioé l'opposto dk.
Questa osservazione ci permette di disegnare rapidk il grafico della funzione. Sappiamo
disegnare le rette di equaziolye= x e y = —X.

La funzione f(x) = x/? coincide con la funziong = x per x>0 e cony =—-x per x<0.

A La retta conx >0 € la bisettrice del primo e terzo quadrante,
x<0 g 0 la retta conx <0 € la bisettrice del secondo e del quarto
guadrante. Consideriamo solo il primo e il quadadrante.
Vediamo che il grafico sard come una spezzataphendi
due semirette uscenti dall'origine e inclinate Bfi Aspetto

all'asse delle.
<> Si chiama valore assoluto xlla quantita che si indic|zx| , che

valex sex20 e-x se x<0. Dunque«/F:|x| per
ognix reale (xOO).




Funzioneg(x) = (vVxf .

L'insieme di definizione della funziong(x) = (\/;)2 e l'insieme dellex=0.

Dalla definizione div/x sappiamo cha/x & quell'unico numero non negativo il cui quadrato
exe si suppone ch&=>0.

Conseguentemente segue c(kf&)z =x per x=0. Per quanto detto possiamo affermare che
g(x)=x per x=0.

Possiamo facilmente disegnare il grafico: bastageee la rettay = x il cui grafico e la

bisettrice del primo e terzo quadrante, come rgiorhel seguente grafico:

A Il grafico della funzioneg(x) & la semiretta uscente
> dall’origine nel primo quadrante.

Funzioneh(x) = seng h.

Per la risoluzione di questa funzione possiamo @segin cambiamento di variabile
. X . . : . :

sostituendd =; ricordiamo il grafico diser(t):

A
¥

X=-0T x=-4T x=-2T x=2T x=41 X=0T
t=-31 =2t (=T =o =7 2T =31 =t

periodo

L’asse dellex coincide con I'asse delteOra abbiamo che(=%, qguindi dovet =z avremo

X =2z perchex=2t, di conseguenza doue= 2z avremox =4z e dovet =3z avremox=6r;
nella parte negativa ai seguendo il medesimo ragionamento, avretwo-2z , X = —4r,

. . < e . X
x =-6x . Quello appena descritto, e riportato soprageafico di senE.



Ora, eliminando I'asse deltaisato per la costruzione, otteniamo il seguentiogra

A
y

=-6 x=-4T x=-2T x=2T Xx=41 X=06T

periodo

Il periodo che € da 0 ar per ser(t), diventadr per seng. Dal punto di vista qualitativo i due

grafici sono uguali. Possiamo verificare che sigi cworrendo alla definizione da'er(t), quindi

A prendo un angola lo divido per2 e
ottengot poi determino il punt® la
cui coordinata esen: come riportato
sul disegno a sinistra. Si capisce quindi
che quandax =0 anche la meta@e il
ser € uguale ®.Quindi la linea esce
dall'origine, al crescere daj quandaox

. T < T . .
arriva az, la meta eZ il cui

. N
» corrispondente seno&n‘—l. Aumento

ancorax che arriva ar . Quandox =,

la meta> vale~ e sen” =1 quindi si
2 2 2

verifica che i calcoli precedentemente
fatti siano corretti. Concludendo, il

fattore% che c’era nella funzione ha

sostanzialmente provocato il raddoppio
del periodo.

“p

Risoluzione del secondo quesito: determinare la

lunghezza della corda sottesa da un angok%

in una circonferenza dr = 3. Sappiamo chég—
> equivale a 30°, quindi = 30°. Disegniamo
corda—e1'angolo a =30° di cui dobbiamo trovare la
lunghezza della corda indicata sul disegno.
Possiamo risolvere il problema applicando il
teorema di Pitagora infatti possiamo disegnare un

angoloa = 30° (come riportato sotto l'asse x)
ottenendo cosi I'angolo notevole del triangolo




equilatero, cioé%. Risulta quindi che il triangol@oc € equilatero, cioeé tutti i lati sono della
stessa lunghezza, ovve3oTracciamo l'altezza del triangolo e la chiamigmeappiamo che
V3 3@/3

h =73 [, in questo casb= R; sostituiamo:h :T' Chiamiamo la corda con la lettera

applichiamo il teorema di Pitagora, quindi avremo:

c=\/(§j2+(3—£J2 ~c=3 %{1—%)2 ~c=3 %{ﬁz_—fq - c:g\/8—4\/§ L c=42-43

2 2

Questa € la soluzione trovata con la geometriddaackenza 'uso della trigopnometria.
Applichiamo ora la trigonometria. Usiamo il teoredel coseno che vale anche per un triangolo
gualunque:

“il lato ¢ e uguale alla radice quadrata del lato al quadgratdaltro lato al quadrato meno due
volte lato per lato per dosdell’angolo opposto. In forma matematica:

c= \/a2 +b* - 2(a[ﬂ)) [tosy . Questa e una applicazione del teorema del cadenoi permette di

trovare un qualunque lato di un qualunque triangolmoscendo semplicemente due lati e il valore
dell'angolo opposto ad essi. Ovviamente questadadanziona se abbiamo un dispositivo che ci

V3

permette di calcolare il coseno.dd)sg = > quindi, per quanto detto sopra avremo:

c=\/32+32—2(3[3)mzos% ~c=3 2—2[%] L c=+2-4/3.

Risoluzione del terzo quesito: determinare il cosgell’angoloy che sottende una corda di
lunghezzac =4 nella circonferenza di raggiB = 3. Possiamo utilizzare il teorema del coseno
che ci dice chec = \/a? +b* - 2(a[b)[¢osy .

i Sostituendo irc = y/a® +b? - 2(ab)Eosy i valori

numerici, otteniamo:

c=4/9+9-2(9cosy) = 3,/2-2cosy ; quindi,

sostituendo ancor&,/2—2cosy =4; per eliminare la

radice quadrata, eleviamo tutti i termini al quadra
> 32(1/2—2C05y)2 = 4% _, 9(2-2cosy) =16, svolgiamo i

calcoli: 9(2-2cosy) =16 - 18-18cosy =16,

cambiamo segno e otteniamtBcosy =18-16 ovvero,

semplificando:cosy =é. In questo esempio abbiamo

applicato la proprieta appena studiata, cioe:

(\/f)z =t>0. Ne consegue quind2 —2cosy =0.
Facciamo quindi il quadrato di una radice otteneihdadicando della radice; questo ragionamento
e corretto finché il radicando € NON negativo. Mskmpio il radicando e positivo in quanto
cosy non puo avere un valore superiorke & —2cosy 2 0, infatti portando il coseno dall’altra

parte abbiamo2 > 2cosy — cosy < 1. Il discorso fatto fino ad ora vale in generafgatti, presa
una qualunque circonferenza di raggie una qualunque corda di lungheZzahiamiamoy

I'angolo di nostro interesse, ricaviantosy come segueC = \/ZR2 - 2R*cosy , quindi eleviamo



al quadrato primo e secondo membro ottenei@fos (\/ 2R? - 2R? cos;;)z, da cui:

C? = 2R* - 2R’ cosy ottenendo cosi il valore cercatoosy = 1- T
La formula appena trovata trova applicazione n&tilwlio delle formule di addizione viste
precedentemente. Infatti per dimostrare che valleliﬂionecos(a - ﬁ) = C0Sa COSp + serusers

(formula di addizione), possiamo ricavare:djs(a —ﬁ) dalla formula appena citata. Infatti avremo

1- CF:Z , dove la circonferenza trigopnometrica ha raggioalg a 1 quindi posso scrivere:
C C
1-— - coda—-p)=1-—.
5~ coda=p)=1-7
A Ragionando sulla circonferenza trigonometrica,
Y prendiamo due angoli e f; a € ovviamente
I'angolo che inizia dall’'asse e comprendes . La
0 differenza éo - f = y. Dobbiamo trovare itosa ; cio
P equivale a dire che dobbiamo trovareddo - 4)
R
P, ovvero 1—% doveC rappresenta la corda
P > : . .
0 ¥~ rappresentata sul disegno. Possiamo rica@atal

teorema di Pitagora. Infatti, conoscendo le co@i#in
degli estremP e P, ricaviamoC:

C = /(cosp - cosa)? +(serp —sem)? ; ricavandcC da
guesta formula e sostituendo il valore nella formul

1—% otteniamo ilcoda - f3).

ESERCIZI

Consideriamo due funzionip(x) e d(x) di cui sappiamo solo chg(x)é pari ed(x) & dispari.
Stabilire se & pari o dispari la seguente funziop(g) [dl(x).

Facciamo le seguenti considerazioni: se vienevpanii dire chep(- x) e p(x)sono uguali fra

loro, invece abbiamo dei valori dispari quando daleri d(- x) e d(x) sono opposti tra loro.
Dobbiamo stabilire se il loro prodotto e pari opdis. Confrontiamo quindi cio che si ottiene
mettendo(- x)al posto di(x).

Risolviamo: sostituiamd- x) al posto di(x) e sfruttiamo le seguenti ipotesi.

Ipotesi: p(x)= p(- x) e d(-x) = -d(x).

In virtu delle ipotesi appena enunciate, possiaanivere il prodotto sfruttando prima la parita di p
per il primo fattore, quindi scrivendp(x) senza il meno; mentre per il secondo fattore, djuper
la disparita dd, scriviamo— d(x). Si puo tranquillamente dire che le due ipotesiosesponsabili
dell'uguaglianza:— p(x)@(x) = p(- x)@(- x). Il segno meno lo abbiamo messo davanti al)

in quanto abbiamo a che fare con un prodotto qpodsiamo metterlo dove ci pare. Si deduce
che sostituendo al posto @) il valore (- x) si trova come risultato esattamente I'opposto djuin
la funzione p(x)m(x) risulta essere dispari. Infatti, il prodotto “ggper “dispari” da un risultato

“dispari”. Quanto detto sostiene la terminologidutizione pari e funzione dispari che si
comportano esattamente come i numeri pari e i nudisari (ovvero, come dicevamo prima, pari
per dispari fa dispari).



ESERCIZI sulla circonferenza.

Determinare la distanzhdel punto di coordinatel(2) dal punto di coordinatel(6).

Determinare la distanza del punto di coordinateegehe &,y) dal punto di coordinatel(6).
Determinare I'equazione della circonferenza ceatra punto di coordinatd ) e di raggio
R=5.

Determinare I'equazione della circonferenza ceat'rra(x) ,yo) e raggioR>0.

SOLUZIONE primo esercizio:

abbiamo i punti di coordinatéZ) e @,6); per risolvere il quesito utilizziamo il teorerda
Pitagora.

vA Costruiamo quindi un triangolo rettangolo avente
come ipotenusa il segmento che unisce i due punti d
cui abbiamo le coordinate e i cateti paralleli agisi
cartesiani. Applicando il teorema di Pitagora avwem

che la distanzal =+9+16 =5.

=

~ N W R W

e
"y

1 2 3 4

SOLUZIONE secondo esercizio:
In questo esercizio abbiamo le coordinftgy) e

VA L
(45). Avremo, come conseguenza, vedi disegno a
lato, che i due cateti avranno rispettivamente le
seguenti dimensioni4 - x) e (6 - y). Da sottolineare
che avremmo potuto avere andixe-4) e (y—6), in

g guanto poi eleviamotutto al quadrato, infatti:

4 6-y d:\/(x—4)2+(y—6)2

3

); 4-x

o x 23 4 '

SOLUZIONE terzo esercizio:
Determinare I'equazione della circonferenza ceatnati punto di coordinat(etlﬁ) e di raggio

R=5. Per trovare I'equazione della circonferenza éssario trovare 'equazione che deve
essere soddisfatta dalle coordinaiy su un qualunque punto del piano, in modo talelzlseia
distanza dal centro sta Chiamiamad la distanza di cui sopra quindi avremb=5.

Quindi: d = /(x—4) +(y-6) - 5=+/(x=4) +(y—-6) - 25=(x-4f +(y-6)’




