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Vediamo qualche altra formula frequentemente atilia.
Una formula molto semplice € la seguente:

per ogni valore dt # %+ kz risulta chel+tg* = ot questa formula discende dalla seconda identita
cos

-

. , sent . s : .
fondamentale della goniometriatgt = . Usando la seconda identita fondamentale dellaogmetria

cost
sent)’
troviamo chel+tg’t :1+(—Stj , quindi riducendo questa somma ad una unica fnazigtteniamo
co
t + serft : o , , :
1+1tg°t :cosz—zste. Adesso usiamo anche la prima identita fondamerttella goniometria che dice
cos

che serft +cos’t = 1. Quindi al numeratore della frazione possiamovsceil e dimostriamo la formula

che volevamo dimostrare:1+tg°t = Adesso richiamiamo le formule di duplicazione:
c

0<’t

-

serRa = 2semcosa , e cos2a = cos o —serfa cos. Usando questa identita appena ricavata, possia
far si che al secondo membro di queste formuleiaissltanto la tangente dir, quindi andiamo ad
esprimere seno e cosenodaliin termini non di seno e cosenoa@i ma della sola tangente di.

Prendiamo per esempio la prima formula

. T .
serlo = 2sermcosa , sea e diverso da§+ kz allora cosr e diverso da O:

seq# E+kn allora cosa # 0, quindi possiamo dividere e moltiplicare al seapmdembro pecosa

che e una quantita diversa @asenza cambiare il valore del secondo membro; thcém questo modo

. sem ey . . s
troviamo: serPo = 2 co§a; adesso al posto d?— sfruttiamo la seconda identita fondamentale
(o0 1474 cosa



2tgo.

della goniometria e scriviantga : serfo = (scrivere moltiplicatocoSa oppure diviso— — e

1 cos’a
cos’ a
la stessa cosa); a questo punto applico l'iderititvata poco fa e al posto €éi—— scrivo 1+tg°a, ossia:
cos“a
2tga . . . . . :
sera = T+ta% Abbiamo espresssen2y in termini della solaga invece che di seno e cosenoadi
+1g°a
Qualcosa di simile si pud fare anche percds2a . Prendo la seconda formula di duplicazione:
: : o serfa
cos2a =cos a—-serfa, e metto in evidenzacos’a e dentro parentesi mi rimané-———,
COs“ o

serfa
cos a

C0S20 = COS’ a(l— j ; a questo punto uso la seconda identita fondaneepes scrivergg® al posto

2 Ctn2
di >, quindi: cos2a = 171g% | [ 1 tgza . Di solito queste formule si trovano scritte in
< 1 1+tg°a
cos’a
2tg1 1—th1
guest’altro modo: al posto &ia scrivot, sent= —2t e cost = —2; vengono dette formule di
1+thE 1+th5

riduzione alla tangente dell'angolo meta (si uspaocalcolare certi integrali). Non € necessariparare a
memoria queste formule, basta sapere che ci sanumedo servono si possono reperire facilmenteeAltr
formule importanti sono lermule di prostaferesiche permettono di esprimere somme e differenserdie
coseni. Gli angoli che intervengono nelle formuilgmbstaferesi solitamente si indicano con le tetfee q
invece che con le letterer e [, per ragioni legate alla dimostrazione delle fdeniDunquep e q

rappresentano due numeri reali qualunque. Le farduprostaferesi permettono di dare una espression
gueste somme e differenze di seni e coseni comdofiradi seni e coseni della semisomma e della
semidifferenza dei valori db e di q. Per ricordarsi le formule di prostaferesi a mamai puo sfruttare
un’espediente che consiste per esempio nel meraogita frase priva di significat@é&nto rose molto meno
belle’ e seguire il criterio che laddove si trova unaale e bisogna scrivere seno e quando c’é la vooale
bisogna scrivere coseno. Quindi comincio da cersori?o Seno e coseno, rose coseno e seno, Maekmaeo

e coseno, meno sta proprio per — nella formulaglke lsono due seni. In questo modo si puo ricordare

memoria le formule di prostaferesi. Dopo bisognévecci la semisomma, C|oe1P2—q, e la semidifferenza

%, dopodiche bisogna ricordarsi di mettere un coieffite2 a tutte le formule, cosi vengono fuori le

formule di prostaferesi, che esprimono somme eiffze di seni e coseni in termini di prodotti einG e
coseno della semisomma e della semidifferenza degdimentp eq.
Somma e differenza di seni:

senp+senq:25enp;q[ﬁosp;q;senp—senq:2cosp;q[ﬁosp;q;
somma e differenza di coseni:
cosp+cosq = Zcosp;q E:osp_q ; COSp—cosq = Zsenp; g E‘senp;q :

Per ricavare facilmente le formule di prostaferasiviene partire dalle formule di addizione chesade
ricordiamo: set{a + /2) = senzcosp +cosaserg ; serla — 8) = ser cosp — cosasers .

Partendo dalle formule di addizione procediamo uesto modo: le sommiamo termine a termine, ossia
sommiamo i primi membri tra loro e poi scriviamouate la somma dei secondi membri tra di loro;



dopodiché sfrutteremo il fatto che ai secondi merhltermine cosa senf3 & preceduto una volta dal + e
una volta dal — quindi si cancella, cosi facendaiamo:

Ser(a +,B)+ Ser(oc —ﬁ) = 2sem CcoSp, questa uguaglianza ci portera alla prima forndilgrostaferesi
dopo un cambiamento di variabili. Se al postaadi S scrivop e al posto dia — 5 scrivoq, la formula

appena ricavata diventa la prima formula di prestdi. Cosi facendo al primo membro trovo proprio
sen +seng; al secondo membro trov@serxcosf , maa e [ si possono ricavare dal sistema:

{a+ﬂ=p

a-pg=q

Se per esempio voglio ricavare basta sommare le due equazioni termine a terraingimo membro si
trova solo2a perché+ 5 e =3 si cancellano; al secondo membro si trpva:

+ =
{a ﬁ p_,a+ﬁ+a—ﬂ:p+CI—>2a: p+d, se2a é uguale g+q vuol dire chea:¥,
a-f=q

Resta da ricavarg3, e per fare cid da questo sistema basta sottlarseconda formula dalla prima.
Sottraendo la seconda formula dalla prima il teemin si cancella, mentre per quanto riguagaroviamo
P—q.

+ﬁ—(—ﬁ), quindi 2 wvolte [ uguale p-g percio S €& uguale a >

- + -
a—ﬂ—(a+ﬁ)=q—p - =28=0q-p > -p :% - ﬁz%. Ma alloraa e [ sono proprio
+ -

rispettivamente% e % dunque questa formula & proprio uguale alla pfonaula di prostaferesi a
meno di un cambiamento delle lettere che entrangidno. Adesso ci accingiamo a ricavare la seconda
formula di prostaferesi. Ho buone speranze cheelzoreda formula di prostaferesi si possa ricavare
direttamente dalla prima formula cambiangln —g. Vediamo se € vero. Se cambio g-g sengper la
disparita della funzione seno diventa propsgenq Scrivo i dettagli e introduco una nuova variatite

+ [—
chiamo t e poniamo g=-t nella prima formula: senp+ seng= ZSenp2 g E:osp2 q; otteniamo:

- +
P tEtospzt, quindi dalla prima formula appena dimostrata oguesto

senpt ser(-t) = 2sen ;

cambiamento di variabile si trova questa formuldegso sfruttiamo la disparita della funzione sera e

. - +1 -t .
posto di Ser(—t) scriviamo —sen ; senp-sent=2cos p2 E‘senp2 , al secondo membro abbiamo

semplicemente scambiato I'ordine dei fattori. Cadsiiamo ricavato la seconda formula di prostafecesi
la letterat al posto della letterg. Restano da verificare le ultime due formule digtaferesi. Somma e

P+0 5 P
2

differenza di cosenicosp+cosq = 2C0S , COSp—cosq = Zsenp; g E‘senp; g Ccos.

Ricominciamo con il ragionamento iniziale, cioét@amo dalle formule di addizione , questa voltaopeer

il coseno. Le formule di addizione ci dicono: Cos(a +,B) = C0Su COSp — semserp ;
Cos(a —ﬂ) = COSa COSp +semsens. Anche in questo caso sommiamo termine a termmedue
uguaglianze e troviamo:codu + §)+coda — ) = cosacosp — seruserp + cosu cosp + serusers,
semplifichiamo al secondo membro e trovia[mns(a + ﬂ)+ cos(a —ﬂ) = 2cosuacosp . La formula appena
ricavata € imparentata con la terza formula di tafesesi, anzi € proprio uguale ad essa con ls®tes
cambiamento di variabile di prima. Al postodi+ £ scrivop, e al posto dix — 8 scrivoq, al posto dia

p+q P-q P+A5 0P~ o
2 2 2 2

scrivo e al posto diff scrivo

, quindi ottengocosp +cosq = 2c0S

+ —
dimostrare l'ultima formula di prostaferesbsp —cosq = ZSenp2 9 B;enp2 9 , facciamo la differenza

fra le due formule di addizione appena utilizzateece di sommarle sottraiamo la seconda dallagrim



coda + f8) = cosucosp — seruserp ; coda — ) = cosucosp + sersers , In questo modo troviamo:

coda + )+ coda — #) = cosucosp — serserp +cosa cosf + semmserp ;

coda - ) - coda + ) = cosucosp + seruserp — (cosa cosp — serusers) —

- coda - B)-coda + B) = cosucosp + seruserns — cosu Cosp + serusers —

- coda - pB)-coda + B) = 2semsers .

La formula appena ricavata € l'ultima formula dbgtaferesi con la stessa sostituzione di variabipgima.

p+q
2

Al posto dia + S scrivop, e al posto dix — f scrivog, al posto dia scrivo e al posto di scrivo

%, quindi ottengo cosg—cosp = 2sen

+ -
pzqsenpzq, moltiplico per —1 entrambi i membri:

cosp—cosq = —ZSenp;q senp2 g .
Le formule di prostaferesi non vengono chieste man& ne tanto meno viene chiesto di ricavarle
Basta sapere che esistono e quando servono basi@depe un formulario e le troviamo. Per concludare
rassegna di trigonometria due importanti teorenii tsangoli qualunque, che completano il discorso
incominciato con la risoluzione dei triangoli rett@li, che sono triangoli molto particolari.
Parliamo del teorema del coseno e del teoremaedei s
Cominciamo con il teorema del coseno. Vale in iangolo
C gualunque. Prendo un triangolo qualunque, e ind@oA,

B eC i suoi vertici, cona , [ e y gli angoli, e cora,bec

i lati. Il teorema del coseno dice che un qualuniae,
come per esempio il lat il ruolo dei lati € intercambiabile

b quindi si puo prendere un qualunque lato e il dscwale
a lo stesso, mi riferisco per fissare l'idea al latpsi esprime

come la radice quadrata dita>—2aba’ +b” + 2abltosy,

A dove y & l'angolo opposto:c=\/a2+b2— 2abtosy ,
C questo € I'enunciato del teorema del coseno, ciregite di
B trovare un lato qualunque di un triangolo qualunque
partendo dagli altri due lati e dall'angolo fraiessmpreso.
Conoscendo il lata, il lato b, e l'angolo y siamo in
C condizioni di determinare la lunghezza del lato Ad
esempio se nel punt€ c'é una nave in mare e con
strumenti di telemetria si puo rilevare la distadzan’altra
nave A e di un’altra naveB,e poi con un goniometro
a 'angolo y che sussiste fra le due direzioni di osservazione,
si puo risalire d& senza bisogno di andare sui luoge B
alla distanza che intercorre fra le navie B. Anche in
A astronomia se dalla terra@osserviamo due satelli e B,
con strumenti di telemetria possiamo risalire aistanza
C B da noi che siamo i€ dell'uno e dell’altro satellite, quindi
le lunghezze dei lata e b, e poi con un goniometro
misuriamo I'ampiezza dell’angolg, noi possiamo dire a che distanza sono i satéilitio dall’altro. E’

interessante osservare che il teorema del coseri®ige come caso particolare il teorema di Pitagdrana
generalizzazione del teorema di Pitagora. Infattdi@mo a vedere cosa succede quando I'angol® un

angolo retto. Applichiamo il teorema del cosenaiasfo triangolo rettangolo e troviamo ah@’ipotenusa)
& uguale radice quadrataalf + b? — 2ab[¢os dell'angolo retto, ma il coseno dell’angolo reitaiguale @,

quindi il teorema del coseno se I'angojo & retto si riduce a questo enunciato=+/a”+b’ , che & il
teorema di Pitagora.



Fatte tutte queste considerazioni sull'importanehtdorema del coseno, vediamo come si puo ricavare
teorema del coseno partendo dalle nozioni svilugfiab a questo momento.
B L’obiettivo e quello di esprimere il latm Conduco dal vertice
B l'altezza del triangolo e la chiamo, adesso esprimo
usando il teorema di Pitagora applicato al triangettangolo

3
L che ho costruito, quindi c=+/h*+(b*)*, adesso

ad esprimiamoh e b' con le formule note. Ci chiediamo per
h C esempio se possiamo esprimBi@ partire da, be y?
Possiamo farlo perché possiamo ragionare sul wlang
rettangolo che ha per ipotenusa il late per cateto verticale
Y /] a il lato h, e noi sappiamo che in qualunque triangolo retibing
C b1 A un cateto, per esemploe uguale al prodotto dell'ipotenusa
b che éa per il seno dell'angolo opposto, quindi=alsery,

poi mi serve un'espressione di'. Si pud ricavareb'
prendendo tuttd e togliendogli il pezzo che corrisponde al catwiazontale del triangolo che ha il lago
per ipotenusa, & come cateto verticale, quindi si puo ricavare iplidandoa per il coseno dell’angolo

adiacentey: b' =b- (a l]:os;z); adesso possiamo sostituire al posth didib" le espressioni che abbiamo

ricavato e quindi troviamoc = \/(a Ben) +(b-(atosy)f = \/azseﬁy +b? - 2abcosy+a’cos’ y, a

questo punto ricordando la prima identita fondamlendella goniometria che dice cBerfy +cos y =1, il
primo e lultimo termine di questa somma si ridusonsemplicemente ada?, e quindi

c= \/a2 +b® — 2abcosy ; la formula appena ricavata ci da proprio quelie golevamo dimostrare cioé la
tesi del teorema del coseno.



Teorema dei seni.

. a b c
C In  un triangolo qualunque = = ;. per
semm semp sery
Y ladimostrazione & sufficiente verificare crelserp =blsern;
h=alsef =blsem - alsem =blsen.
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