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Seguendo questo piano di lavoro cominciamo a vddgreriodicita di alcune funzioni trigonometriche.

Periodicita. La funzionsent
Dalla definizione risultasent= Ser(t + 27r) per ognit 01 .

A Verifichiamo questa formula facendo riferimentoaatlefinizione della
funzionesent quindi rappresentiamiosulla circonferenza trigonometrica,
t & un valore reale qualunque, e poi rappresentigna); 2z € I'angolo
giro espresso in radianti, se si aggiungé langolo giro, il puntoP
individuato sulla circonferenza trigopnometrica éstesso, e quindi le sue
t coordinate sono le stesse. Per definizione le soerdmate sono
(cost,sent)ma anchécos(t+2r),sen(t+z)):

P=(cost,sent)=(cos(t+2), sen(t+2))

da cui discende la formula che volevamo dimostrare.

Si dice che la funzion&t)=sent e periodica di period@x; significa che
cambiando I'argomento d2z il valore di seno non cambia. Lo stesso
ragionamento ci fa vedere non solo cemt=sen(t+2), ma che la stessa
relazione vale anche per il coseno. Quindi al pdss®n si puo scrivere cos e vale la stessa csincle:

la funzionef(t)=cost & periodica di perioddr.

Le funzionif(t)=cost e diciamog(t)=cost sono periodiche di period2z. Per quanto riguarda la tangente
trigonometrica si trova una periodicita di periodocioé si trova chdg(t)=tg(t+x) per ogni valore di
ammissibile. Ricordiamo che non tutti i valori ie@élla variabilet sono ammissibili per il calcolo dgt;

v

bisogna ché sia tale che la differenzla—% non sia multipla dir; quando tale differenza € un multiplodi

la funzione ditgt non & definita. Esiste una notazione che dicedite chetgt € definita pett diverso da
5 + kr dovek & un parametro introdotto per indicare i multifiliz, ek & un numero intero, e l'insieme dei
numeri interi si indica con la lettera Z da Zahlgme in

tedesco significa numeri # %+ kr kO Z . Verifichiamo

Y

se questa relazione e soddisfatta, ossia se caaabian
x=1 'argomento della tangente di un multiplo aiil risultato
non cambia. Basta rifarsi alla definizione dellagente
trigonometrica: si prende la circonferenza trigortmoa e
Ol ey si considera la retta di equaziorel, poi si prende un
valore arbitrario dit soddisfacente quella condizione e si
f p» determina il puntdP; la retta che contiene il segmertto
* interseca la retta=1 in un puntoQ la cui ordinata égt e la
cui ascissa & per definizione. Cosa succede se si aggiunge
¥ r allargomentot? Sapendo che € la misura in radianti
dell’angolo piatto si passa alla situazione rapgméesta
nella figura dove I'angolo &z e quindi al posto del punto

(1, tgt+m)




P si deve considerare il punR3. Per faregt+z parto daP, aggiungar ossia I'angolo piatto e costruisco il
punto P, poi prendo la retta che contiene il segme@B" che & chiaramente la retta che contiene il

segmentoOP perché i due segmenti giacciono sulla stessa tattpuale interseca la rettal nello stesso
punto Q di prima, ecco perchét=tg(t+x). La formula si enuncia dicendo che la funzidn®=tgt e
periodica di perioda; seno e coseno sono periodici di peri@dptangente di periods.

Parita e disparita

A Cominciamo dalsent risulta chesen(-t) & legato asentda una
) relazione molto semplice e notevole. Prendiamoalare arbitrario
di t, questo individua un punto sulla circonferenzgamometrica le
cui coordinate songcost,sent) P=(cost,sentpPoi studiamasen(-t)
Per fare ci0 dobbiamo rappresentar¢ sulla circonferenza

d trigonometrica, individuare un punto che chiameref con

‘ _coordinateP'=(cos(-t),sen (-t)) Ma siccomet e —t sono uguali in
N *" valore assoluto risulta chgen(-t) ('ordinata di P*) & composta
P rispetto asentche é I'ordinata dP, cioesen(-t)=-sente questo vale

per ognit reale e si chiama disparita di una funzione. Lizziltne
sent si dice dispari. In generale una funzione qualengu dice
dispari se succede quello che succede per la fomgent cioe se la
funzionef calcolata in un qualunguedel suo insieme di definizione

e uguale af(-t): f(t) & dispari sef(t)=-f(-t). Cambiando il segno
dellargomento il valore del seno cambia (anche disegno). Dunque questa é la proprieta chiamata
disparita.

Esempio: prendiamo la funziorit)=3t il cui grafico € una retta passante per l'origiagente per

A coefficiente angolare, vediamo se & una funzione dispari. Per
f=31 verificare se & pari o dispari si stud{a) (deve succedere quello
che succede pesent cioe deve cambiare il segrf¢t) deve essere

JWr—A P=(1, fi1) uguale all’'opposto dit). Per trovard(-t) parto dalla definizione di
e al posto di metto-t, cosi come si fa quando si vuol calcolare la
funzionef per un valore particolare dj per esempio se si vuol
! calcolaref(4) si sostituisce4 al posto dit e 3[4 =12; adesso si
1 ¥~ vuole studiaref(-t) (senza descrivere un valore particolare-tjli
allora al posto dt si sostituiscet. Il 3 non lo si tocca perche & un
coefficiente costante, uso le parentesi perchéeenlandifferenzg3-
Yo -t tymaeil prodotto(— 3t) e fa (—3t) ma (—3t) e proprio I'opposto
di f(t) ossia — f(t) e dunque la definizione di disparita €
soddisfatta, anche la funziof(®=3t & dispari.

Ma vediamo linterpretazione geometrica della digpall puntoP® viene disegnato nel quarto quadrante

A perché si ottiene da, ed € il punto di coordinate

y (cos(-t)sen(-t)) Quindi per ottenereP' bisogna prima
rappresentaret partendo da e procedendo come segue: nel
disegno t rappresenta un numero piccolo e positivo,
rappresenta dunque un numero negativo e piccolealare
assoluto; i numeri negativi si rappresentano pddermal
semiasse dell& positive e ruotandolo in senso orario di un
angolo uguale al valore assoluto del numero cheusie
rappresentare (nel nostro cafp una volta rappresentatd
posso individuare il puntd®.




Prendiamo la funziont)=3t, che significa che se prendo un

A o L . ,
y . valore arbitrario della variabilé, ad esempio3, e poi
S)=3t determino f(t), e quindi trovo il punto del grafico di

_ coordinate (t,f(t)), poi vado a rappresentard sugli assi

) cartesiani e poi vado a rappresenté&® che é l'ordinata del

punto P'. La disparitd consiste nel dire che una cosa &
'opposta dell’altra, ossia che l'ordinata del puf: f(t) €
opposta all'ordinata d?": f(- t), ossiaP e P* hanno le ordinate

it » che sono l'una I'opposto dell’altra.

Riassunto: per qualunque purfodi coordinate(t,f(t)) del grafico dif il punto P* di coordinate(-t,-f(t))
appartiene ancora al graficofdin sintesi il grafico df € simmetrico rispetto all’origine.
A Vediamo cosa succede peost Cosa succede se si
y cambia il segno alllargomento e si pass®$(-t) ossia
che relazione c’é traoste cos(-t) Bisogna considerare
N la definizione del coseno quindi si prende la
circonferenza trigonometrica, si rappresenta ibrabi
t su di essa , questo determina un puRtcsulla
circonferenza le cui coordinate per definizione sson
(cost,sent) e fin qui non c’entra nulla la parita e la
t disparita; poi determiniamet, e questo determina un
t X~ punto P* di coordinate(cos(-t),sen(-t)) Vediamo che
relazione c'é tra le ascisse Rlie le ascisse d?!, esse
P'=(cos(-t, sen(-t)) ~SOno uguali tra loro, quindiost e cos(-t) sono uguali
tra loro per ognt reale e questa si chiama parita, e la
funzionecostsi dicepari, e in generale una funzione
f(t) si dice pari se risulta che cambiando il segno
all'argomento il risultato non cambiaost=cos(-t)per
ogni tI0. La funzionef(t) si dice pari sd(t)=f(-t)
per ogni t nellinsieme di definizione dif.
L’interpretazione geometrica della parita € simametriarispetto all'asse dellg
Per esempio verifichiamo se la funzioff§=6 € pari: cost € pari perche I'abbiamo gia verificato dalla
definizione di coseno, prendiamo la funzione cdstdfi)=6, che vale sempré indipendentemente dal
valore dit. Per vedere se e pari 0 se € dispari bisognd(ftye
confrontarlo conf(t) che da sempré perché & una funzione
costante indipendentemente dal valore dell’argomdntsiccome
P+, f-0) 6 P, f9) f(t) e sono uguali la definizione di funzione pari ligsoddisfatta
e quindi tutte le costanti sono funzioni pari. afico della
costanteb € una retta orizzontale nel piaxypdisegnata a ordinata
6. Adesso facciamo l'interpretazione geometricaadpdirita.
Si rappresentanioe—t, i corrispondenti punti del grafico li chiamo
P eP', le coordinate dP e P* sono rispettivamentg, f(t)) e
(-t,f(-1)). Per interpretare la parita diciamo che le ordirthP e di
P' sono uguali tra loro. Nella disparitd sono unapposto
dell'altra. Quindi per ogni puntd® del grafico dif il punto
simmetrico P'=(-t,f(-t)) sta ancora sul grafico, cioé il grafico &
simmetrico rispetto all’'assey. Dunque disparitd significa
simmetria del grafico rispetto all’origine perchgunti del grafico
sono simmetrici mentre parita significa simmetigpetto all’asse dellg. La simmetria rispetto all’asse delle

P=(cost, sent)
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ascisse non si puod avere perche viola la propfigtzionale. Troviamo coseno che e una funzione @ari
studiamo la simmetria rispetto all’asse delle &scis
Tesi: la simmetria rispetto all’'asse x viola lamieta funzionale.
Cerchiamo di giustificare I'affermazione e prendaaon puntoP
del grafico di una certa funzione, quiRlavra coordinatét,f(t)).

P@, fl1) Questa e una situazione generica: un punto nonorgggcificato

su un grafico di una non meglio specificata funeiorPoi

prendiamo il simmetrico diP rispetto all'asse dellex e lo

chiamiamoP! di coordinate(t,-f(t)), le ascisse sono uguali. I

guesito e quale ¢ il valore fft) ?

0 t ¥ La funzione deve restituire un unico valore periogtore della
variabile indipendent¢ appartenente al dominio della funzione
stessa. Immaginiamo di avere una funzione non wmegli
specificata, assegniamo un certo valdreallargomento e

c otteniamo un risultato da questa funzione, che @&nico valore

Pt f-0) (f(t). Questa & la proprieta funzionale: l'unicita dehlore

restituito dalle funzioni, quindi non & possibiléiecP e P!
appartengano al grafico della stessa funzione. ohzaf della

proprieta funzionald® e P' sono simmetrici ma non uguali, ma soprattutto possono stare sul grafico di

una stessa funzione, perché quando metélla funzione che tu hai, il risultato o ti darllinata diP, o

I'ordinata diP' ma non ti da tutte e due, ecco perché non siastindile proprieta paritative la simmetria

rispetto all'asse delle x.

Parliamo della circonferenza. Disegniamo una cife@mza centrata nell’'origine e di raggio qualunque

Essa ha la proprieta: preséroviamo due puntP e P' che hanno la stessa ascissa ma sono diversi perché

hanno diversa ordinata. Il concetto potrebbe esggpéicato anche alla parabola. Possiamo afferctzeda

circonferenza non ¢é il grafico di una funzione (dissuna funzione). Nonostante l'importanza che la
circonferenza riveste , essa @ una linea noteeotriil equazione ¥+y”=r? se il centro & nell’origine (per
semplicita), infatti la sua equazione noy=d(x) (ossia non é scrittg=qualcosa di ¥, quindi non ¢ il grafico

di una funzione. Altri esempi che abbiamo vistoikisono le rette parallele all'asse Se prendiamo una

retta parallela all’assg essa non e il grafico di una funzione perchéuciésolo valore della ma ci sono

addirittura infiniti valori possibili dellgy, tutti i puntit sulla retta hanno la stessa ascissa, ma I'ordmada
essere qualunque numero reale, dunque non ¢ itgifuna funzione. Quindi ci sono molte lineeawati
come ad esempio quelle considerate che non sofioi glifunzione, infatti 'equazione di queste teee del
tipo x=costantee nony=f(x), lay non c’é proprio. Nella circonferenzaya’'e ma & al quadrato, non si pud
ricavare banalmente.

Fino ad ora abbiamo raccolto alcuni esempi di fumeie forse vale la pena di interrompere il diszcrdle

proprieta qualitative delle funzioni trigopnometriciper soffermarci a discutere in generale il cdocdt

funzione. Per raccogliere le idee, scriviamo qualgsempio di funzione tra quelli incontrati fin ora

Esempio:

3t—1; cost sent tgt; (quattro esempi di funzioni).

Oltre la loro diversita questi quattro esempi hammoomune la proprieta di essere delle funzioel,senso

che si possono interpretare in questo modo: asamgnilei valori alla variabile indipendertte loro, in base

alla loro definizione , qualunque essa sia, pue@ressnitaria 0 pud essere meno, restituisconosuttato.

Questa e l'idea alla base del concetto di funzibaedefinizione moderna € la seguente:

dati due insiemA e B, che possono essere due insiemi qualunque maaheiferimento a questi esempi,

rappresentano il dominio e il codominio della fumg che voglio definire. Allora I'insiem& é I'intervallo

dove varia la variabile indipendente, quindi in sfoecaso il primo esempio € l'insieme e 'insieme dei
numeri reali, anche nel secondo e nel terzo casdbyltimo caso invece l'insiem& e 'insieme dei numeri

yA

reali privato di quet che differiscono daé per un multiplo diz. B invece € un insieme che contiene tutti i

risultati possibili della funzione, non e l'insiendei risultati possibili ma un insieme che i cen, quindi
nei quattro esempi il potrebbe essere l'insieme dei numeri reali, peinhgueste funzioni i risultati che
escono, sostituendo al postotdin qualunque elemento dell'insieme di definizigqel risultato € in ogni
caso un numero reale, quindi come insid@rger quei quattro esempi si puo prendere l'insielgienumeri
reali, ed infatti si parla di funzioni a valori teadunzioni reali di variabile reale, intendenddaredche il
codominio e I'insieme dei numeri reali e il dominin suo sottoinsieme.



Dati due insiemiA e B si dice funziond da A versoB, e si scrive questa notaziofid — B (questa € la
notazione per rappresentare una generica funzieer@e per dominio un certo insiemAee per codominio
un certo insiemdd) un qualunque sottoinsiemé del prodotto cartesian&xB (A cartesiano Bavente la
proprieta funzionale: per og@i[J A esiste un unicd [J B tale chga,b)l [J .
Non vale per la circonferenza.
Questa definizione non sara chiesta all'esame.
Il prodotto cartesiand\xB é l'insieme di tutte le coppie ordinate del tifmb) dove a minuscolo € un
elemento dell'insiem@ maiuscoloal] A eb minuscolo € un elemento dell'insieBemaiuscolo.
Questo € il prodotto cartesiano di due insiemi.nifsedi prodotto cartesiano (esiste un esempioiidata
di tutti di prodotto cartesiano): facciamo il prebocartesiano dell'insieme dei numeri reali pestsso. In
A base alla definizione data € I'insieme di tuttecéppie ordinate
RxR dei numeri reali, e il prodotto cartesiano RXR @agipresenta in
un piano. Se rappresentiamo l'insiemesull’asse delle ascisse e
linsieme B sull'asse delle ordinate abbiamo due coppie
b (@ b) dell'insieme dei numeri reali, la generica coppiandmeri reali
(a,b) la troviamo sul piano cartesiano. Senza sapeitiaaid gia
utilizzato ampiamente il prodotto cartesiano. Pietarfunzionale
del prodotto cartesiano:
per ogni elemento a del dominio (per ogni valorBadeariabile
indipendente) esiste un unitonell’insiemeB tale che la coppia
(a,b) appartiene d1 . Questa € la ragione per cui la circonferenza
non e il grafico di una funzione , la circonferemza ha questa
proprieta. Non e vero per la circonferenza che re@diamo un
elementoa del dominio esista un unicb del codominio; se
prendiamo un ascissanon € vero che esiste un‘unica ordifata
tale che la coppia,b) sta sulla circonferenza, perché abbiamo gia \db® se prendiamo certe ascisse
esistono due possibilita per I'ordinata per stattasirconferenza e sono I'una I'opposto dell'altr
Nei libri attuali di analisi matematica al postogiiesta definizione troviamo una sua volgarizzazipaona
sua rappresentazione intuitiva: intuitivamente dmazione f:A — B € una legge che associa ad ogni
elemento del dominio uno e un solo elemdnttel codominio, e si scrivé:A — B associa ad ogrét[] A
uno e uno solo elementol] B e si scriveb=f(a). Questa & una nozione alla portata di tutti che wviene
chiesta allesame. Lo studente, anziché dare earioai su cosa € una funzione se ne deve servietaoal
pratico. L'ultima definizione si fonda sul prendgrer buono il concetto di legge e di associazidme ron
sono stati preventivamente definiti. Legge ed dagame non si possono dare per scontati ma
richiederebbero di essere spiegati e quindi nomidegé nulla. La definizione precedente invece dite una
funzione e un sottoinsieme del prodotto cartesiamente la proprietd descritta e si fonda sulle orozi
tipiche della teoria degli insiemi, sottoinsiemgredotto cartesiano - appartenenza; infatti nepastazione
moderna della matematica, alla base logica delltemmatica si mette la teoria degli insiemi. Abbiamo
appena parlato di parita, disparita, e periodicita.
Esercizi
1. Usando la definizione di seno e coseno e usandeldeioni frasene cosdi angoli sfasati dir,
verificare che la funziond (t) = ser{t ) [cos(t) & periodica di periods;
2. Verificare che la funziontgt e dispari;
3. Consideriamo due funziopi(x) e d(x) di cui sappiamo solo clx) & pari ed(x) € dispari. Stabilire

o a

~y

se pari e dispari le funzionp(x)ld(Xx), % p(x)+d(x).



Nozione di funzione crescente strettamente, concarevessa.
Riprendiamo la lezione sulle proprieta qualitatiper parlare della monotonia. La funziomsent é

T T . . T T
strettamente crescente fdrl (_E Ej ossia pet appartenente all'intervallo che va daiaz. Prendo la

circonferenza trigonometrica e considero due valelia variabilet, diciamot; et, , entrambi nell’intervallo

T T . . . . . . . s
da —Eaz e soddisfacenti la relaziongt,, e voglio confrontare tra loro i sesént e seng, cioeé sapendo

chet; e piu piccolo dit,,si pud concludere che la stessa relazione valsetmg e sent? Per rispondere ci
serve la definizione dient Quindi prendo la circonferenza trigonometricagpresente, et,; t, & maggiore

A . . . T . .
y di t; ed entrambi nell’lntervallo—E,E. Vediamo come si

- procede per confrontare i senitget,. Definiamo i puntiP, e

P, per associarli agli angdij e t,,poi leggiamo sull'asse delle
sen(t) NI ordinatesent e seng. Come si puo vedere nel disegsen} &
sen(t ) P, maggiore disent, quindi la risposta & positiva. (Quando si

studia il seno, e si vuole definiresént si procede partendo

o +» dalla variabile indipendente per arrivare a definire cosa e
sent Set € positivo si puo interpretare come un angoloie po
lo si rappresenta nella circonferenza trigopnomatceme una
ampiezza di un angolo individuato da due semirattene
qualunque angolo, che escono dall’origine e vengono

collocate a partire dal semiasse positivo dellesasc

Quindi si devono prendere due valdridella variabile
indipendente che partono entrambi dal semiassévmodelle
ascisse e da li parte la costruzione

Figura 1

Consideriamo la figura Zsen% =1; sen—% =—1; ser® =0. Rappresentiamo I’intervallE—%,gj. I

A

.. T T o o
Y valori di Ee—z sono notevoli, si tolgono dalla definizione;
T T . . T
5 I'angolo retto e si trova il puntB, - dalla parte
. T
ﬁmz opposta e si trova un punte, , allora sen§=1 dalla
° ) x’ z
U2 definizione ese{—zj =—1; sen(0)=0 Questi sono valori

facilmente determinabili dalla definizione dellanione
trigonometrica sen t. Ti portano sul grafico e trquesti tre
punti.

Figura 2



Adesso sfruttiamo la monotonia.

A

-T2 /o 1, T2t

Figura 3
Concavita e convessita

Significa che se prendo due valoritdnell'intervallo da—%a%,

dovunque io li prenda, il valore ita € piu piccolo di quello iy,
quindi la funzione avra un grafico che potra essetdipo di figura
3, sempre simmetrico rispetto all’'origine. Mono#significa che il
grafico di questa funzione sale nel piano cartesial’aumentare
dei valori della variabile indipendentg corrispondenti valori della
funzione aumentano anch’essi.

Ci sono varie definizioni. La funziongente concava pet appartenente all'intervallo che va @aa =,

A
y
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Esercizi sulla concavita e convessita

convessa pet che appartiene all'intervallo che va daa 2z.
Concavita intuitivamente vuol dire fatta come inguiia,
sull'intervallo da0 ar la funzione & concava nel senso che é rivolta
come in figura, dar a 2r € convessa come da figura. La linea
tratteggiata separa un intervallo in cui la fungi@gnconcava da un
altro in cui la funzione é convessa. Esistono veegnizioni e una
si basa sulle corde, cioé se prendiamo una quatuequda che
collega due punti qualunque del tratto di grafic@wi la funzione é
concava troviamo che il grafico giace al di sopgliadcorda. Questa
e una delle tante definizioni di concavita, quaildgafico sta al di
sopra di qualunque corda. Similmente se prendianeogialunque
punti sull'intervallo(z,27) il grafico giace al di sotto di qualunque
corda (definizione di convessita), chiaramente ifgriamo alla
corda che sta tra i due estremi.

Esistono altre caratterizzazioni della concavitaoavessita. Esse
non fanno uso delle corde ma delle tangenti. Lgaath non sempre
esistono, in questo caso si. Vediamo questa ptapise prendiamo
un qualungque punto dove € concava e prendiamadtéatamgente ad
esso, quindi non abbiamo piu bisogno di due putiarda, ma di
un solo punto, la tangente, allora succede cheafia@ giace al di
sotto della tangente, dovunque tu lo prenda, dovergrendiamo
un punto del grafico dell'intervall@0,z), il grafico giace sotto la
tangente. Questa € la definizione di concavital'&amh parte se
prendiamo qualunque punto del grafico e la rettgeate il grafico
sta sopra la retta tangente, e la funzione siahoeessa

1. Verificare che la funzione cos t e crescentetpﬁ(n ,27r);
2. Verificare che la funzione cos t e convessat@{% gnj ;

3. Verificare che la funzione cos t & convessatpﬁ(—% gj



