Definizione di numero reale come allineamento daténcon segno.
Numeri reali positivi.
Numeri razionali: definizione e proprieta di deasit

Numeri reali

Definizione: Un numero reale € un allineamento mi@be con segno, che significa che ci sono delfe cibn
parte intera, la virgola e, di seguito, altre (eual infinite) cifre. Esempio:—287,521. La debolezza di
questa definizione sta nel fatto che si fa appallmtuizione nel momento in cui ci si deve immagie che

ci siano infinite cifre dopo la virgola senza ptgematerialmente scrivere. Per evitare I'appello
all'intuizione, troviamo altre definizioni essenizi@ente meno facili da spiegare. Vediamo alcuni gsem

0;1;5;-2,3, (allineamenti decimali con segno, quindi chiarateenumeri reali);%(= 1,@); 7r(= 3,1415...)

che éil rapporto tra la circonferenza e il diametro, quindi non si esprime il suo allineamento deceradn
segno per darne la definizione a differenza di tpuaon si possa fare con [8;1;5;-2,3 e anche con |l

%(2 1,@), che ha un valore periodico dopo la virgola, qufadendo riferimento all'intuizione si puo in

gualche modo immaginare quali siano le sue cifreind@i. Per quanto detto possiamo dedurre che la
definizione diz € indiretta, quindi si definisce come il rappatri@ la circonferenza e il diametro ma non si
esibisce il corrispondente allineamento: non essgngh periodo, non si scrivono tutte le cifre deali.

+

. . . T . , . :
Esempi che non sono numeri reatico, — oo, TRT) (questi simboli non rappresentano numeri reali!)

Esercizio:

Trovare il piu grande numero reale. Rispost& , oo, non esiste (RISPOSTA CORRETTA).

NB: +00, 00, per quanto sopra enunciato, non sono numeri real

Numeri reali positivi e numeri reali negativi.

Definizione: un allineamento le cui cifre non siantte nulle, & positivo se il primo simbolo e dgno +;
negativo se il primo simbolo ¢ il segno —.

Spesso il simbolo + si omette.

NB: il numero ZERO non é ne negativo ne positivo.

Questo si pud dedurre dalla regola dei segni:ddpttoxy & positivo se e solo seey sono concordi nel
segno, cioé entrambi negativi o entrambi positivarodottoxy & negativo se l& o lay hanno uno segno
positivo e l'altro negativo. Si deduce quindi cHenumero ZERO non sia ne positivo ne negativo.
Ammettiamo per un momento (erroneamente) che ZER@asitivo e applichiamo la regola dei segni al
prodottooly aventey =-y Avremo cheoly =0. Ci troviamo quindi davanti ad una contraddiziagme

quanto ammettiamo la possibilita che un prodotto alori discordi nel segno possa dare un risultato
positivo. E’ in questo punto che emerge la contiddde rispetto alla regola dei segni.

Esercizio:

Trovare il piu picolo numero reale positivo. Ristzo$, 1, non esiste (RISPOSTA CORRETTA)

NB: il segno di guantita come x dipende dal segno diinfatti, il valorex, potrebbe essere sia positivo che
negativo, quindi potremmo avere- (— x) oppure - (— x). La conseguenza € cher (— x) =X,
+(-x)=-x.

Esercizio:

Indicato conx un numero reale, trovare il segno-tlix. Risposta:— X €& negativo,— X € positivo, dipende
dax (RISPOSTA CORRETTA).

Numeri razionali.

All'interno dell'insieme dei numeri reali vi € uroo insieme notevole rappresentato dall'insieme de
numeri razionali.

Definizione: i numeri razionali sono quei numemlieiguali al rapporto fra due numeri interi.



Esempio: 0;1;5;—2,5;1,5; ... sono numeri razionali. Infatti sono uguali alldefinizione:
1

029;1:};—2,5:—3 ,§:
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Non tutti i numeri sono razionali infatti it , \/E e tanti altri non lo sono.
Si puo riconoscere se un numero é razionale o mahsuo allineamento decimale con segno, ossiasske

se le cifre decimali sono in numero finito, esem@id = —E, oppure se € un numero periodico, esempio:

1,3=—. In generale un numero reale € razionale se essolo

Wl

» le cifre decimali sono in numero finito;
* il numero decimale € periodico.
Importanza dei numeri razionali:

. SEMPLICITA': i numeri razionali sono semplici pekelsi possono scrivere come il rapporto di due
numeri interi;
. ogni numero reale si puo approssimare bene quamtmke con un numero razionale, infatti dato un

certo numerosc,c, ..C,,d,d,d,... posso prendere la successiage= sc,c,..C,,d,d,d,...d, e basta, ossia

basta troncarlo dopo molte cifre decimali; Prendiaper esempio, un numero reale NON razionale. @uin
dato un certo numero reale che ha uno svilupparddeinon periodico, possiamo sempre prenkemgori
(un numero finito di cifre) dopo la virgola. Questermette di avere comunque un numero razionalshper
ha un numero finito di cifre decimali e una ottiag@prossimazione se si prende un numero di cifranddic
comunque grandd @ o 20 cifre dopo la virgola).

Definizione dix" perx>0endZ".
Estensione & [1[] pern dispari.

Definizione di Q/Z perx=0.

Xn D(k — Xn+k : (Xn )k — Xnk.

Potenze e radicali

0" = insieme dei numeri reali positivi

n= numeri interi positivi (dal numerbin poi)

Z" = insieme dei numeri interi positivi

Definizione: X" = Q,—D/( dove xOO" enOZ" (vale anche pea", all0), che significa il prodotto di

n_volte

X per se stessa volte. Quindi: elevare un numero positivo a un eumintero qualunque, anch’esso
positivo, vuol dire moltiplicare il numero positiyier se stesso tante volte quanto indicato dathespte.

Quanto detto vale anche per la pote@?adovea & un numero reale qualunque anche negaaitb] ; in
guesta definizione il segno della base non interiie

Definizione: la radice ennesima di un certo valogesi rappresenta come segt@%; X, € un numero

reale positivo che puo anche essere nullo e sieapptax, L[ 0,+c ), cioe I'insieme di tutti i numeri reali

maggiori di ZERO compreso lo ZERO. E’ per questatimaoche, sulla sinistra, abbiamo una parentesi
qguadra che vuol significare che il numero ZERO, nba € un numero reale positivo, appartiene a quest

insieme, quindiX, pud essere un numero reale positivo o anche uguaEERO. Quindi, la radice ennesima

di owvvero & quell’'unico numero realenon negativo tale chg" = e lo stesso che figura
X X ¥ =% (%

sotto radice). Si puo facilmente dire che l'eswaei di radice ennesima € [|'operazione inversa
dell’elevamento all’ennesima potenza; definitodedmento a potenza”, dato il risultatoX,, trovare la

base tale che questa potenza ennesima sia effie¢tinta X, .

Esempio: troviamo la radice quadrataddapplicando la definizione (nel caso di radice gatdn non si
indica).



Il quesito ci chiede di trovare quell’'unico numeyo= \/Z cioé quell’'unico numerg non negativo tale che

y*> =4. Abbiamo anche definito che, =4 e n=2. Quindi:y=\/z L y*=4, oweroy=2;2é
quell’'unico numero reale non negativo il cui quaoe4.

Si sottolinea il fatto che nella frase precedent® cscritto “non negativo” in quanto
(— 2)2 =4 - (— 2) [ﬂ— 2)=4. Quindi —2, numero il cui quadrato £4, non “appartiene” alla definizione
in quanto la stessa definizione esclude i numegate.

Esempio: risolviamo I'equaziong® = 4.

Cosa si intende con “risolvere una equazione?’blRise una equazione vuol dire trovare tutti i ncimeali
(almeno per il corso di Analisi I) che sostituity gaoddisfano 'uguaglianza.

In base alla definizione di radice quadrata, sappighe+2 e —2 risolvono I'equazione. Queste sono le
uniche soluzioni. Possiamo quindi affermare clyex +2 e y =-2; semplificando la scrittura avremo:

y=%2.
1
Per comodita di calcolo attraverso un qualsiasiatatore, si consideri chg x;, = (XO)E, questa scrittura si

puo anche trovare nella formEO"(—j. E’ quindi possibile eseguire il calcolo di unaatgiasi radice
n

. 1 o . .
ennesima attraverso la seguem@'.*(—j. Esempio: risolviamo I'equaziong® = 3. Soluzione:y = i\/§,
n

ovvero+/3 € quel numero che elevato al quadrato da comkatis@, infatti: (\/g)z =3. Ma anche(— \/§)

elevato al quadrato da come risultatanfatti: (— \/5)2 =3.

NB: con la limitazione cha sia dispari, si puo definird/Z con ZOO come quell’unico numero reale
y[0O tale chey" = Z . Questo vuol dire che con esponenti dispari si galoolare la radice ennesima di
numeri negativi. Esempio: risolvere le seguentiszopni

y*=36 - y*=6° - y=16;y ha quindi due soluzioni;

y?=52=0 - y?> =5 _, y==+4/5:yha quindi due soluzioni;

y*+1=0 - y*=-1 - y=non ha soluzioni reali ma due soluzioni complesge= *i, perché ogni

numero reale elevato al quadrato, per la regolaetgii, risultera positivo o eventualmente nuldaiti sey
un numero reale negativo il suo quadrato saraiposigey € un numero reale positivo il suo quadrato sara

positivo, sey =0 il suo quadrato & uguale a ZERO. Per quanto detifferma chey’ & una quantita non
negativa per ogni numero realeQuando ay®, che & un numero reale non negativo, aggidndgaisultato,
cioe il primo membrc(yz) dell’'equazioney = —1, € un numero reale maggiore di urd:o, eventualmente

uguale ad une1; possiamo anche scriverg? > 1. Quanto detto ci dimostra che I'equazioyg+1=0

non ha soluzioni reali proprio perche qualunque enameale sostituito al valore delfeelevata al quadrato

fa si che il primo membro sia maggiore o eventuabmeguale a uno e non uguale a ZERO. Possiam@ anch
aggiungere che: risolvere I'equazione significadire quei numeri reali che sostituiti al posto’delbgnita,

in questo caso al posto dela soddisfano I'uguaglianza. Calcolare le segueatiiai significa anche
scrivere:

y?=+25 L y?=52 L, y=5; =832 .y =2 ,y=2; =327 y=3_y=3;

y* =4/-64 — y =non & definita nel campo dei numeri reali.

Principali proprieta dell’elevamento a potenza:

X" XK = x™* | sotto l'ipotesi chex sia positivo e chen e k siano due interi positivi si dimostra che:

}
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x" = x[..0k, x* = x0..[X, quindi, secondo la proprieta associativa, avrerist = x [..[X;

(n+k)volte



—_
n

(x”)k =x"™ . (xD..&j [EXD..D(j[EXD..D(j ovvero X" moltiplicato per se stesso volte. Possiamo

n n

k _volte

o K k
quindi scnvere:(x”) = x"®



